FORSLAG TIL PROSJEKT OG MASTEROPPGAVER
INDUSTRIELL MATEMATIKK

OPSJONSPRISING OG FRAKSJONELLE DIFFUSJONSLIKNINGER
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Bakgrunn: En Europeisk put-opsjon gir en rett (men ikke plikt) til a selge en aksje pa et
tidspunkt ¢ i framtiden til en gitt kurs K. Hvis dagens verdi/kurs av aksjen er z, sier den
klassiske teorien til Black and Scholes at prisen pa opsjonen v(z,t) er lgsningen til fglgende
initialverdiproblem:

Up = %UQUM + ru, — ru for x>0,t>0,
u(z,0) = max(K — z,0) for x>0,

der o er den sakalte volatiliteten og r er bankrenten.

Utgangspunktet for denne modellen er at (logaritmen til) aksjeprisene er Gaussiske pro-
sesser. Grovt sett betyr det at sannsynlighetstettheten til aksjeprisen er pa formen e/t
Pa grunn av eksponensiell demping mot uendelig, medfgrer denne modellen at store end-
ringer i aksjepriser (dvs. store utslag fra 0) er meget usannsynlige over et kort tidsintervall.
I virkeligheten forekommer slike store endringer (“crack”) MYE oftere enn modellen tilsier.
En populeer mate a lgse dette problemet pa er a modellere (logaritmen til) aksjeprisen med
en Levyprosess (en hoppeprosess). Men en slik modell blir opsjonsprisen lgsningen av et
initialverdiproblem for en fraksjonell diffusjonslikning:

U = %UQUM +TrU, — TU

+ jizbou(a:ez,t) —u(x,t) — z(e” — Du,(t,x) v(z)dz for x>0,t>0,
u(z,0) = max(K — x,0) for x>0,

der v(z)dz kalles for Levymalet til modellen. Dette malet er singuleert i de mest populeere
modellene og derfor oppfgrer integralledet seg som en fraksjonell derivert, ikke ulik den
fraksjonelle Laplace-operatoren A%u. Liknende modeller finnes ogsa for andre typer op-
sjoner som handles pa verdens bgrser, f.eks. amerikanske, asiatiske, aigital og barrisere
opsjoner.

Problemstillinger:

1. (Teori) Studere fraksjonelle diffusjonslikninger som opptrer som i matematisk finans
ved hjelp av: (i) teorien for svake lgsninger slik den innfgres i kurset TMA4305
Partielle differensiallikninger og metodene i kap 7.1 1 Evans bok Partial Differential
FEquations, og/eller (ii) den teorien for viskosistetslgsninger, en anderledes og mye
nyere teori (sjekk en.wikipedia.org/wiki/Viscosity_solution).

1



2. (Numerikk/teori) Studere spektralmetoder for fraksjonelle diffusjonslikninger som
opptrer som i matematisk finans. Dette er en spesielt effektiv metode for slike
likninger som ikke har veert mye studert i finans-sammenheng.

3. (Numerikk/teori) Studere og sammenlikne ulike numeriske metoder for fraksjonelle
diffusjonslikninger som opptrer som i matematisk finans. Vanlige metoder er endelig
differansemetoder, endelig elementmetoder, FFT-baserte metoder, spektralmetoder
og Monte-Carlo metoder. Dette er et aktivt forskningsomrade.
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